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1) Einleitung

Heutzutage kann ja jeder Laie beliebig viele verkehrte Energiebegriffe benutzen und gilt dann sofort
als Energieexperte. Deshalb ist es vielleicht ganz niitzlich daran zu erinnern, da3 die Energiesétze aus
den Bewegungsgleichungen der Punktmechanik abgeleitet werden. Wenn alles eine Energie ist, ist
nicht gleich einzusehen, dal3 es verschiedene Energiesitze gibt, wie es hier in der Vortragsiiberschrift
steht. Daneben gibt es auch noch die Energiesidtze der Kontinuumsmechanik, die ich in meinem
Gummersbach-Vortrag aufgeschrieben habe.

Ublicherweise beweist man den Energiesatz mit der Voraussetzung, daB die Kraftfelder ein hochstens
raum-zeit-abhingiges Potential besitzen, also nicht geschwindigkeitsabhingig sind. Als Sonderfall
wird dann die Bewegung geladener Punktteilchen im dufleren elektromagnetischen Feld zugelassen,
was dann in der Hochschullehre seine wichtigste Anwendung in der Quantenmechanik hat, wenn man
den Zeeman-Effekt behandelt. Wenn das skalare Potential des elektrischen Feldes und das Vektorpo-
tential des magnetischen Feldes zeitunabhédngig sind, gibt es einen Energiesatz fiir diese geschwindig-
keitsabhidngige Lorentzkraft.
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Mein friiherer Doktorand T. Dietert entdeckte ein elektromagnetisches Wechselwirkungsgesetz, das er
dann bei1 Rudolf Clausius (1875, 1876, 1877) fand:

[1] T. Dietert: Phasenraum-Schrodingergleichungen, Quantenmechanik und klassische Mechanik in ei-
ner umfassenden Theorie, Dissertation TU Braunschweig, Cognos-Institut Dreyer (1990), S. 75.

vgl. auch:

[2] G. Gerlich: Einfiihrung in die Prinzipien und Methoden der theoretischen Physik, Manuskript zur
Vorlesung: Klassische Feldtheorie (Elektrodynamik) (1993), S. 51.

Es stellt sich heraus, dall man aus diesem Wechselwirkungsgesetz Feldgleichungen ableiten kann, de-
ren eine Halfte die homogenen Maxwellschen Gleichungen sind (Induktionsgesetz, Lorentzkraft) und
die andere Hilfte erhilt man aus Losungen von Poisson-Gleichungen, statt aus Wellengleichungen, die
bei stationidren Ladungs- und Stromdichten zusammenfallen. Dies findet man ausfiihrlich in [2]. Die-
ses Resultat widerspricht der hdufig geduBerten Behauptung von Quantenfeldtheoretikern, das Induk-
tionsgesetz und die Lorentzkraft seien relativistische Effekte.

Der verstorbene Kollege Prof. Dr. A. O. Barut, dem wir als erstes dieses Gesetz mitteilten, behauptete
in einer Publikation, dall man aus diesem Wechselwirkungsgesetz die vollen Maxwellschen Gleichun-
gen erhielte. Dies ist falsch. Zwar sehen die inhomogenen Gleichungen fast so aus wie die zweite
Hilfte der Maxwellschen Gleichungen, es fehlt aber das durch Induktion erzeugte elektrische Feld. Er
berechnete mit diesem Wechselwirkungsgesetz mit einem einfachen Modell die Leptonenmassen.
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2) Der einfachste Fall

Der Ausgangspunkt aller Ableitungen fiir die Energiesitze der Punktmechanik sind die
Punktbewegungsgleichungen eines Systems von Massenpunkten:

m,, i* = K;(r,f,t), i,k=1,...., 3N.
Da hier durchgehend die Summationskonvention benutzt wird, haben wir hier die Massenmatrix

eingefiihrt m, = m.0,, . Diese Bewegungsgleichungen werden nun mit i' skalar multipliziert und
tiber alle 1 (und natiirlich auch alle k) summiert:

my i1 = K (1) 1 (2.1)
Die linke Seite kann man als Zeitableitung der kinetischen Energie schreiben:
. d(m. .2 dT
m, t* ' = —(—1 i ) — (Summe iiber i, k)
dt\ 2 dt
Wenn in den Kraftfeldern r nicht vorkommt und ein skalares Potential V von r existiert mit

Ki = _V’ri = _V iV’

- dV d
erhilt man fiir die rechte Seite von (2.1): K;(r,t)-i' = T + V,, und insgesamt §(T +V)=V,.

Energiesatz 1: Wenn die Kraftfelder ein zeitunabhiingiges Potential V besitzen, ist die
Gesamtenergie E;, =T + V bei der Bewegung konstant.
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3) Geschwindigkeitsabhangige Kraftfelder

Wenn die geschwindigkeitsabhingigen Kraftfelder ein dynamisches Potential U besitzen und deshalb
gilt

Ki(r,t,t)=-U, , +%(U,ti )

erhilt man fiir die rechte Seite von (2.1):

d

. i .i i . i d .i i
Ki(r,r,t)'[ = _U’Ei ‘T +a(U,f1)'£ __U,zi I +a(U,f1 ‘T )_U,I-.i ‘T _U’t +U,t
= E(U,.i i —U)+U,,.
de* *
Damit ergibt sich %(T + U - U,fi ii) = U,, und der Satz:

Energiesatz 2: Wenn die Kraftfelder ein zeitunabhingiges dynamisches Potential U besitzen, ist
die Gesamtenergie £, =T+ U-U, ; 7' bei der Bewegung konstant.
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Zerlegt man U in einen nur von r abhiingigen und einen auch von 1 abhéngigen Teil
U(r,1,t) = V(r,t) — M(r,1,t),
erhélt man fiir die Gesamtenergie: T+V -M+M, ; t'. Dies liefert die folgenden Aussagen:

Ist die Funktion M homogen vom Grad 1 in den Geschwindigkeiten, ist M = M,fi ' und die
Gesamtenergie ist gegeben durch T+V.

Dies ist der iibliche Fall, wenn man geladene Teilchen in einem dueren elektromagnetischen Feld
beschreibt. Hiermit behandelt man in der Quantentheorie den Zeeman-Effekt. Es ist dann U gegeben
durch U(r,1,t) =q¢(r,t)—qi-A(r,t), wobei ¢ das skalare und A das Vektorpotential ist.
Tatsdchlich ist dies sogar die einzig mogliche Form von U, wenn man verlangt, dafl durch das
dynamische Potential keine Beschleunigungsterme auftreten sollen. Dann muf3 U,fi unabhingig von T

sein, also U in T hochstens inhomogen linear: U(r,T,t) = ®(r,t)+ fi‘l’,fi (r,t).

Ist die Funktion M homogen vom Grad 2 in den Geschwindigkeiten, ist M,fi ' =2M und die
Gesamtenergie ist gegeben durch T+V+M.

Dies ist der Fall der hier im folgenden behandelten elektromagnetischen Wechselwirkungen. Die

Gesamtenergie ist also nicht gleich T+ U =T + V —M, wie man leicht vemuten wiirde, sondern
T+V+M.
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4) Geschwindigkeitsabhangige elekiromagnetische Wechselwirkungen

Das von Rudolf Clausius (1875) angegeben elektromagnetische Grundgesetz hat als dynamisches
Potential (alle vier Potentiale zitiert nach[1]; wir schreiben hier anstelle von ' = v'):

.d. L
Clausius ~— ] i j 2 .
i#] TCSO r —r H C

Dieses Wechselwirkungspotential soll schon 1845 von H. Grassmann angegeben worden sein.
Von W. E. Weber (1848) stammt das dynamische Potential:

_y 49, 1((Yi—zj)-(£i—ﬂ))2

b . . -
U Weber i
=i 8meyr' — 1] 2¢*

: 2
r' -

Von B. Riemann (1876) stammt das dynamische Potential:

. 12
v - v

-y d;q; I+

U - 2
71 8me[r' —r| 2¢

Riemann

Ein relativ modernes dynamisches Potential stammt von C. G. Darwin (1920):

v G [ vy () ()
UDarwin - %87[80 Ii _IJH 1 202 202

. 2
z‘—IJH
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Fir alle vier hier angegebenen dynamischen Potentiale gilt der Energiesatz 2 , da alle U nicht
explizit zeitabhingig sind. Natiirlich sind alle Gesamtenergien verschieden.

Fiir das dynamische Clausius-Potential erhalten wir fiir das Kraftfeld auf das k-te Teilchen:

K. = 9xdi ki 9k 4i k i ki
R N S )+i(§<) amegc?rt — x| (et x{x(e o))

(4.1)

- A, ki) yiyi— qx9; 3
e i L N

Mit m i = K« erhilt man die Bewegungsgleichungen des N-Teilchensystems. Wenn man nun das
Teilchen k herausgreift und sich die Bewegungen der anderen Teilchen gegeben denkt, erhédlt man ein
Kraftfeld auf das Probeteilchen, an dessen Koordinaten und Geschwindigkeiten wir nicht mehr den
Index k anschreiben miissen:

myv = K(r,v,t) = 2 qqi_ — (£ — L‘i) +§;, 47t8002(H1£i o 3 (Y X (l’i X (E -1y )))

_ q9; i il q9; i
e

4.2)

Der zweite Term ist ein Kraftfeld senkrecht zur Geschwindigkeit der Probeteilchens. Durch die
Zeitabhiingigkeit von r; und Vv, ist dieses Kraftfeld i. a. explizit zeitabhéingig.
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Mit den Feldern
1 P i
r0=3 @) ud A=Y, q'vi=% 0 q'vi @)
ey ameer—rl| T
kann man definieren
B(r,t) =V x A(r,t) und E(r,t) = —V®(r,t) - IA(L) (4.5).

Dann kann man nachrechnen, da die obige Bewegungsgleichung (4.2) geschrieben werden kann als:
myv = q(E(r,t) + v X B(1,t)) (4.6).
DaB diese Felder E und B die homogene Hilfte der Maxwellschen Gleichungen divB = 0 und

rotE = — g erfiillen, woraus das Induktionsgesetz folgt, ist klar. Man rechnet auch leicht nach, daf3

1 0 .
die Potentiale die Lorentzkonvention erfiillen: ———+divA =0 (4.7).

c” ot
Macht man in ® und A in (4.3) une (4.4) den Ubergang zu kontinuierlichen Ladungs- und

Stromdichten, erhilt man die Poisson-Gleichungen A® = — Pe und AA =—L,]j, was man mit (4.7)

€

(¢}

P

in divEp, = "¢

(o)

. 1 JdEp,
und rotB=p_j+— 5: “ mit Epo; =—V® und B=V X A umschreiben kann.
S c
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Wenn man den Index Pot wegliBt, wire dies die inhomogene Hélfte der Maxwellschen Gleichungen.

Da man aus den Gleichungen (4.3), (4.4) und (4.5) die Gleichung (4.2) und damit (4.1) ausrechnen
kann, sind also die Formeln fiir die Potentiale (4.3) und (4.4) gleichwertig zur Clausius-Wechselwir-
kung. Auf diesem Weg hatten wir die Clausius-Wechselwirkung gefunden.

Wir wollen hier nur noch fiir das dynamische Potential nach Weber die Kraft auf ein Teilchen
angeben, das sich im Phasenraum an der Stelle (r, V) befindet:

32[(v-vi)-(r—ri)]2+ Ly e L ) (54

i 2
C Hz — Iy C C

qq; _A) 1=
i 4Tceon—ﬁ 3(£ It) 2

Kw:

Die Geschwindigkeiten beeinflussen hier nur die Coulombkraft in der Richtung der Verbindungslinie.
Eine Kraft senkrecht zur Geschwindigkeit des Probeteilchens gibt es hier nicht. Hiermit erhilt man
also nicht die Lorentzkraft, die ja schon von Maxwell stammt.
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5) Geschwindigkeitsabhdangige Massen

Bei den obigen Ableitungen der Energiesitze war stillschweigend vorausgesetzt, da3 die Massen der
Teilchen konstant waren. Mit der iiblichen "relativistischen" Masse

(0]
My,

s

formen wir die linke Seite der Bewegungsgleichung um. Weiter unten werden wir zeigen, wie man
Energiesitze gewinnen kann, wenn man die Bewegungsgleichungen als Lagrange-Gleichungen 2. Art
schreiben kann. Dann kann man auch andere Geschwindigkeitsabhidngigkeiten der Massen behandeln.
Die Bewegungsgleichungen des Systems von Massenpunkten lauten also:

d my kK |—K.
« e
1=
[
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Wir schreiben hier v' statt . Wir multiplizierten mit v ! und benutzen die Kettenregel:

3 1
2\ iR . a2\, .
1 2 1 1 2
d my k| i 0 Hy HY i dv’ 0 HY dv'
vy v =Emy = A LU sl et A
de| | ‘VkH C C dt C dt
="
| 2
e
3 1
12\ : 2\ A
1 2 1 1 2
Hy ;. dv' d Hy
=m;| 1 5 V= mec2 l1-—"—
C dt dt| 5 C

Energiesatz 3: Wenn die Kraftfelder ein zeitunabhingiges dynamisches Potential U besitzen, ist

die Gesamtenergie E; =T" + U — U, ' bei der Bewegung konstant, wobei bei

1
2\ 2

v

2
C

zu setzen ist. Natiirlich konnte man

L3 L L 2
"relativistischen' Massen T' =) m/c”|1-
i

2 e o [
m; ¢” bei jedem Summanden von T" subtrahieren.
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6) Energiesatze bei holonomen Nebenbedingungen

Die durch die holonomen Nebenbedingungen @" (r,t) = O definierte f-dimensionale Mannigfaltigkeit
wird durch die Parameterdarstellung mit generalisierten Koordinaten dargestellt

' =£"(q",...q",t) ©.D.

Die Tangentenvektoren f s " stehen senkrecht auf den Gradienten Vrk = (p“L e wie man mit der

Kettenregel beweist. Die Parameterdarstellung liefert auch noch Gleichungen fiir die Geschwindigkei-
ten und Beschleunigungen:

B =740 =T, q¥ 7, 62) £ =17, +T, 0y 4P +217 g+, L G
Wenn man bei Bewegungsgleichungen m;, i* =K, (r,T,t) holonome Nebenbedingungen einfiihrt,
muf} man noch Zwangskrifte Z einfiihren, damit die Kurven nicht die durch die holonomen Neben-
bedingungen gegebene Mannigfaltigkeit verlassen:

mik (f‘ri 't ot +1—:£i 7q0c 7qB qaq + ZFIi 't aqoc qa + fii aqoc qa) — Kk + Zk

r=f"(q.t)
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Mit dem Newtonschen Projektionsverfahren kann man die Zwangskrafte eliminieren, weil sie

senkrecht auf den Tangentenvektoren f 3 " stechen. Man erhilt also f Bewegungsgleichungen, indem

man die Gleichungen mit den f Tangentenvektoren skalar multipliziert:

mif£ s o (fr 't ot +f£ aqv ’qB quB +2f£ ot an qB +f£ an qB) = Kk 'fi aqoc (63)

q

r=f"(q.t)

Man nennt Q, = Ky

k
S 4 die generalisierten Krifte. Wenn man die Geschwindigkeiten als
r=f"(q.t)

Funktionen der generalisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten in der kinetischen Energie einsetzt
T(q’ q, t) = ml (f‘ri ,qB qB + f‘ii ,t). (f‘l’i ,qy q'Y + fl'i y )’
kann man ausrechnen, dal man die Gleichung (6.3) schreiben kann als
d /~ ~
5 (Tvqoc ) - Taqcx - Qog (63)

Man kann nun den folgenden Hilfssatz beweisen:

Hilfssatz: Wenn ohne die Nebenbedingungen die Krifte ein dynamisches Potential haben, haben
bei holonomen Nebenbedingungen die generalisierten Kriifte in den generalisierten Koordinaten
und Geschwindigkeiten auch ein dynamisches Potential, indem man im dynamischen Potential
die Variablen mit (6.1) und (6.2) ersetzt.
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Beweis (Das Ersetzen schreibe ich nicht mit und benutze durchnumerierte Variable.):

d

Mit Kri =—U,ri +E(U’fi) und U(q’q’t):Ursz(q,t) erhilt man:
i=f"(q,q.t)
Q,=-U, £, +f" i(U )=-U. £ -U £, +U, £f +3(U B =
(04 9r1 ,qO( ’qO(. dt 91-.1 ’rl 7q0€ 91'.1 ,qO( 91-.1 9q0(. dt ’]-:1 ,qOL
— _ﬁa o +U9~i f‘91"1(% +E(U’1 fari“)_U"i i(f"rio‘):
q Do dey rod Bdt\ d
=0, AU (Bl 4R @)+ (UL S ) UL B UL B 0P =
7qoc e aqoc 't aqoc an dt e 7qoc e 7qoc 't ’ i ’qoc ’qB

=00+ (0

Hiermit erhilt man sofort den Satz:

Wenn die Krifte ein dynamisches Potential besitzen, kann man die Bewegungsgleichungen

d /-~ ~
(T, » ) — T,qa = Q_, in den generalisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten mit der

di\

N~ o~ d
Lagrange-Funktion L =T — U in der Form 5 (L,qa ) — L,qa = ( schreiben.
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7) Der Energiesatz mit der Lagrangefunktion

Energiesatz 4: Wenn sich das mechanische System mit einer Lagrange-Funktion beschreiben
14Bt, die nicht explizit zeitabhangig ist, gilt der Energiesatz mit der Gesamtenergie

E, = q“L,qa —L.
Beweis durch Nachrechnen:

Die Bewegungsgleichungen

E(L,.Q)—L, ,=0

dt q q
multiplizieren wir mit q“, summieren iiber ¢, und erhalten mit der Produkt- und Kettenregel:
d d
_ oY o _ - . Q L o . —
0 - q dt (L,qoc ) q Laqoc dt (q Laq(x ) q L’qoc q L,qoc Lvt +L9t
d d

(qaL,qa ) — %(L) +L,, = —(q“L,qa —L) +L,,.

T dt dt
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Wenn man bei den hier behandelten geschwindigkeitsabhingigen Massen setzt
v |
T :—mecz\ = 2

1

i

erhalten die Bewegungsgleichungen die Form von Lagrange-Gleichungen 2. Art, wenn die Kraftfelder
ein dynamischen Potential haben:

_d My k| _
) [P ——
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Den durch die geschwindigkeitsabhdngigen Massen bestimmten Teil der Energieerhaltungsgrofie
berechnet man mit der Formel der Folie 16

_1 1
‘ i|2) 2 , ‘Viz 2
1 \% " 0 - 1 0.2 -
vieTY =T =Y mp | 1= ‘y +> mjc’| 1-"——
i C i C
1 1
2 - . 2 2 -
) ‘_1 2o ‘yl . ‘yl 2
:Zmi 1——2 ‘y +C 1——2 :=2mic 1——2
i C C i C

Dies ist das Ergebnis, das wir auf der Folie 12 erhalten haben:

E=Ymc"

1

Bei aller Freude iiber diese schone Schluf3formel mufl man leider bedenken, daf3 dies nicht die
Gesamtenergie ist und der Teil mit dem dynamischen Potential U noch hinzugefiigt werden miil3te.



